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LOS ELEMENTOS DE SIMETRIA DE UN GRUPO ESPACIAL

Francisco J. Fabregat-Guinchard *

RESUMEN

Se presenta ol procedimiento de Wondratschek v Neubiiser para determinar los elementos
de simetria de un grupo espacial a partir de las posiciones atomicas generales que comport.
Con &I se pueden precisar la naturaleza ¥ la pesicion, tante de los operadores de orientacion

cuanto de les de posicion.

INTRODUCCION

La red de espineta MgAl, Q4 es cibica de caras centradas, Contiene £ =
esto es, 8 moléculas por cada celda elemental. Su grupo espacial es # d 3
(0,7 de Schinfliess), como se muestra en la Figura 1.

La representacidon de la estructura se esquematiza cual se ve en la Figura 2.
En la parte izquierda se halla la dotacién de simetria del grupo F d 3 m (INum.
227 de las Tablas Internacionales) ; en la parie derecha su adaptacién al caso de
la estructura de la espinela. En esta representacion se dibuja la proyeccién orto-
sonal de una celda elemental sobre su plano de base x, y, con las coordenadas
propias de la posicién de cada dtomo (las de su centrn) en representacion grafica,
la altura a que estan indicase mediante [racciones de la dimensién z, considerada
ésta como unidad,

Tanto en este ejemplo de espinela cuanto cn el case general, las posibles
posiciones de los puntos en una red espacial, se hallan restringidas por sus ele-
mentos de simetria. Unos de esos puntos estin en posicién general y otros cn
posiciones especiales por coineidir con alguna de las operaciones de simetria.
Tados estos puntos posibles, representados por sus coordenadas x, ¥. z se hallan
catalogades en las Tablas Internacionales, para cada uno de los grupos espaciales,
y a ellos se han de ajustar las disposiciones atémicus de las estructuras que les

correspondan. cual acontece en ¢ efemplo citado,
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Fic. 2. Espinela, Grupe de simetria F-d3m (0,7 de Schoeatliess).

Posiciones del 0" {— — —} y las 32 correspondientes por simetriz. Posicio-
nes Mg, (O O O v las 8 posiciones correspondientes, Posiciones del Al

¥ v las 16 posiciones correspondientes.
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Wondratschek y Nenbiser (1967) indican un procedimiento basado en
calculos de algebra lineal para determinar los elementos de simetria de un
grupo espacial, a partir de las posiciones atémicas generales, que aqui se pre-
tende vulgarizar exponiéndolo paralelamente a un ejemplo.

PLANTEO DEL PROBELEMA

Las posiciones generales de x, ¥, z se dan en la forma siguiente:
— a
x r1+llx+z;12}r+amz
— r
¥ 2-[—:1.211-1-3?23*4-&23:

z —> i x A
¢ g T A x T,y +a,

La matriz del elemento de simetria que repite al punto «, ¥, z e

|
: a a
| 11 B A4 I
a a a r
(M) = | 21 “mp  Zp3 2 = (A, r)
: a
| 31 ‘a2 B33 Iy
! {} O O I
|

DETERMINACION DEL ELEMENTO DE SIMETRIA PUNTUAL

Para determinar ¢l elemento de simetria puntual F se prescinde de la com-
poncante de traslacidon, v se tienen en cuenta:

— la diagonal principal diag(A) = a,, + a,, + a,

— el valor del determinante det(A)

Estos dos valores condicionan F en la tabla:
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Diag (A) ﬁ 3 —1 0 1 2 —3 1 3] —1 —2
Det{A} : 1 1 1 i 1 —1 —1 —1 —] —]
i | 1 2 3 &4 ] 1 m 3 4 6

Segiin las Tablas Internacionales, {A) puede ser uno de los 4 tipos:

*1 0 0
tAy =, 0 %1 ¢ |
i] 0 0 =1 !|
[1.
L+l 0 0 b/ % o0 0 =1 l‘ ¢/ 0 =i
| |
Ay =40 0 =1 ! (A) =1 0 =1 0 ‘ (A) = || =1 0
I N =1 0 0 0 0
111,
a/ 0 0 *1 I] b/ 0 =1 o
(A) = I =1 0 0 E (A) = “ 0 0 =1 !'
o 1 0 ” oy 00 ‘
1 | i] |
IV.
' 0 [
8 |
(A) = ! :i az 0 l con une de los a,, = 0 (i, k =1, 2)
!; 0 +1 ¥ los otros *1 '

DETERMINACION DEL ELEMENTO DE SIMETRIA ESPACIAL

Se indaga por la Tabla 1. a partir de los datos obtenidos.

Abreviaturas:

bIREC. — Direceion del eje o de la normal al planc de simetria,
VECT. — Componente de traslacidn (vector helicoidal o traslacion del deslizamiento}.

coorR. — Coordenadas de un punte del elemento de simetria.
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TasLa 1.—Tabla para la determinacién de simetria espacial.

Tipo de matriz

Elemento de simetriz puntual, F.
I 1
! DIREC. — —
r VELT, — {1‘1, Ly ra}
CODR. — —
1 (centro)
MREC, — —_
VYECT., — e
COOR, — {rl_,a’ﬂ, rﬂfﬂ, ra.fﬂ]
2 (un a,; =-41; los otros dos a, =—1 (k = i)
DIREC. — a = (, parai = 1
b= paai=2
¢c = q,parai = 3
VECT. — r1q
CODR, —- {1'1,!'2, rﬂfi', r3f2}
m (dos a,,=+1; el otro a,; =—1 (k % 1}
DIREC. — a, para k = 1
Iy, para k = 2
¢, para kK = 3
VECT, — 1_#5{{1—%-;111]1-1 a +{l+ta,irb +{1+a33]r3c}
COOR, — (r1f2, rﬂfﬂ, rﬂfﬂl
11 2 a mrec. — [b + .aﬂ c] = gq
_— 1 '
VECT. ,,rE:{l'2 -+ aﬂra) q .
. : COOR, — 14 [rl, G, —d,, T, rB}
b oiec. —  {a,a + ¢l = g
- ] =
YECT. 4 {ra + 2, rll q
coOR. — 14 {——aﬂ r, J- L 0)
e piec. — fa + a bl = ¢
VECT, — :,.rﬁ {rl + amrgl = q |
COOR. — 14 (D, —a,,T, + Ty rE} i
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TapLa 1.—Tabla para la determinzcion de simetria espacisl.

(continugeion)
m i DIREC. — [0 1 —a, ]
YECT, — 14 {r —]— 3231'3] {b + a, r} + ra
COO0R, — Fiﬂﬂ—dr-l-r]
b | DIREC, — t-agl 0 1)
| ' YECT, — 1;’[1' + a, r}[c-l-asu}—l—rﬂh
; COOR. — 1,&{—.1 o "t r, 0, 0)
¢ DIREC. — [1 —a !}]
YECT. — 14 {r —i— aur“] (a + a, h] + Ty ¢
: COOR. - %{D—a_ﬁl-l—r 0)
4 a nIREC. — {1 O O]
YVECT. — r.a
coor. — 14 (0, r + A, Tos AT, + r, )
'=. - h pIReec, — 0O 1 0]
VECT, — r.b
: COCR, - },ﬁ[ar-{*r,ﬂr—i-a 1}
| & pikEc. — {Q O 1]
I‘ VECT. — r.c
3 : COOR. — 1 (r + a 1o%sr BpqTy -+ Ty O}
Si los productos en a/f a,,T s en b/ a T,y e c_f"amra
fucsen (con n entero) -
(4n 4 1}/4, el eje seria 4
! (dn + 3}/4, €l eje seria 43
(dn + 2}/4, el eje seria 4,
— |
| 4 a pIREC, — [1 O 0]
“ VECT., — —
i COOR. — 15 {rl, T, ~+ 82T, Wy0T, + rEJ
b» DIREC, — [0 1 O]
VECT., — —
COOR. — 14 (ar - r,r,r, + 3311‘1.}
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Tapra 1.—Tabla para la determinacion de simetria espacial.
( continuacion,)

c piRce, — [0 O 1]

YECT. — —

1
COOR. L (r + a g, t. + 1,1}

22'

111

3 a DIREC. — &, a"‘—aah—FaElc:q
)

—_— 1
VECT. _;{, {a r, -+ 8.t - &)

|
L]

q

Si el vector fuese (con n entero):
q{3n 4+ 1)/3, el eje sena 31
g(3n + 2}/3, el eje seria 32

— 1 — r —a 1 —a._T
COOR. i r, — 2, T, 1, 32’3 1371’

b DIREC, — aa+a3h+a = q
ser. — 1
VECT. "{" (ar, T 245 ¥ amra} q

Si el vector fuese (com n entero):
g(3n -+ 2)}/3, el eje sena 31
! qg(3n + 1}/3, el eje seria 32

- — 1 I, — 8,0 T, — &,
COOR. s lr) — 2 4T 1271 '3 9372

— —_fd__, d &
DIREC. (a,,. 3., 2, ]
VECT, — —

—_ 1 —ar +ar,ar +1°
COOR. Va [r o 13 3" 211

—-ar — a_. T ar +r
g g’ 131+3-22 3)

ol
)

! — — | d d d
YECT. — —_—
| : _ 1 _ —_— T
| COOR, L5 (r, -+ :'.1121'2 8, Ty 8,1 +

i — 8_ t Iy
i +a23r3’ 311 232+ 3}

2

2 pIREC. — (1 + 24 }a + (1 + a,, + a, ]'h
vERT. —  LA({1 -+ rLM — aﬂ}rl + (1 + 1,2]1'2} q
COOR. — rlf’ﬂ, 1'2,/2, rﬂfﬂ)

Im DIREC, — 1
yeCcT. — 14
(a
T

+=r-3 1 +a,—a,0
([ -1—11'

12
,'l' Ja 4+
+2¢]] +Er o}

31

—I—{
»’rE rf

a
1
0

COOR. —
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TasLa 1.—Tablz para la determinacién de simetrin espacial,

{eontinuacton)
3 pIREC. — [0 O 1]
VECT. — 1.0
coor. — 147({1 — aﬂ}rl + 8T 8y F) + (1 — an]rz, 0]
S1 el producto 8T, fuese {con n entero) :
{(3n 4+ 1)/3, =¢ tendria un cje 31
(3n + 2)/3, =& tendriz un eje 32
6 DIREC. — [0 O 1]
VECT. — 1o
COOR. — a0 T+ a,T,a,r +a,,.0
5i el producto a,.T, fuese {(con n enters):
(6 4+ 1)/6, el cie seria ﬁl
(bn - 2)/6, el eje seria 6,
{6n + 3}/6, el eje seria G,
(6n + 41/6, el eje seria ﬁr‘1
(6n + 5)/6, el eje seria ﬁE
3 MREC. — [0 O 1]
VECT, — —
COOR. — L -+ 8 oTa B4y T, i U rZ/E
3 pIREC, — [0 O 1]
YECT, — —
- 1 — - s
COON 2 ({1 a.ﬂ}rl + 8,0 Ay T + (1 an]rﬂ, 3 ra}
EJEMPLO

PLANTEO DEL PROBLEMA.—Uno cualesquiera de los puntos en posicién ge-
neral del grupo cspacial P6,22 (Nam. 178 de las Tsblas Internacionales, p. 283)

es y — x, ¥, b — z.
ﬂrl -I—&11 {—x) -I-allz (+v¥) -‘-313 (0 )
\".:]'1*2—[—3.21»[I..Elljll+a122 {+y}+a!23[ﬂ]
¥org+a, (0)+a, (0)+a, (—2)
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La matriz de] operador de simetria a que estd sometido es

. | I
a . -]-ﬂ.lE 0 0
-0 +e,, 0 0
(Ar) = | 0 0 —a,, L5 Ty
.
'; O G 0O 1
on = a = —1
411 23
By T By = T
g, = 15 como componente de traslacidn, ¥ los demas términos (L

DETERMINACION DEL ELEMENTO DE SIMETRiA PUNTUAL F.—Se calculan:

1 1 0
det(A) = 0 1 0 = 4+ 1
0 ad -1
diag{A) = (—1 + 1 —=1) = — 1
El valor de F, sepiin la Tabla 1, es
diag(A) = —1
det{A) = 41
F = 2 gje binario de rotacion
E! tipo de matriz al que pertenece es el IV.
| —1 +1 )
(A) = 0 +1 0
0 0O -1

Fr ELEMENTO DE SIMETRIA ESPACIAL, SEGON LA TABLA I.—Direccion del eje:

(1—1+a+ (1+14+0)b=a+2b=gq
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la direccién sera ia [1 2 O]

Vector helicoidal: 1% ({1 —1 —0)0 + (1 +1 —1}0)(a + 2b) = O

luego, el ejc es binario de rotacién.

1 1

)
— _ o D,{:]?-—
5 > = <. 43:-

I-.:|||C.:I

1
El eje pasa por el punte: <« PY
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